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1. Introducció. 
Des de l’antiguitat l’esser humà ha necessitat a desenvolupar càlculs, i sobretot 
fer-los amb una certa rapidesa i amb seguretat.  
Una prova d’aquest fet queda pales en una de les primeres màquines de 
calcular que es coneixen de la història. Construïda per Wilhem Schickard (22 
d’abril de 1592 – 24 d'octubre de 1635) , teòleg, matemàtic i astrònom alemany, 
dissenyà el 1623 un tipus de calculadora mecànica que permetia sumar, restar, 
dividir. La va anomenar amb el nom de rellotge calculador. 
 
 Figura 1: Rellotge calculador - Wilhem Schickard 1623. 
 
Un altre invent datat sobre l’any 87 A.C. és el mecanisme d’Anticitera, va ser 
també, un altre dispositiu molt sofisticat, sobretot per l’època que es data, ja 
que va ser construït per intentar mecanitzar els moviments del sol, la lluna i els 
planetes. 
Era un aparell destinat a l’astronomia, permetia predir la posició del sol, la lluna 
i fins i tot alguns planetes. Estava dissenyat amb una quantitat immensa 
d’engranatges col·locats en dials diferents, cada dial tenia una funció. Un d’ells, 
per exemple, contenia 235 divisions, que representava els 235 mesos lunars 
que equival a 19 anys solar, amb el qual es podia mantenir el calendari 
perfectament alineat amb les estacions i saber  d’una manera segura les fases 
lunars, els grecs l’anomenaven el calendari metònic. 
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 Figura 2: Mecanisme d'Anticitera. 
 
El càlcul, impulsat al llarg de la història, és una eina clau en el progrés i el 
desenvolupament de la humanitat. Des del concepte més simbòlic dels 
números, fins a les més sofisticades eines digitals, passant pels ordinadors 
analògics, en definitiva el càlcul constitueix una de les grans conquestes 
intel·lectuals de la humanitat. 
Un ordinador analògic és un ordinador que permet modelar sistemes adaptant-
se a la seva estructura i les seves relacions internes en comptes d’utilitzar una 
aproximació per mitjà d’un algoritme com es fa en els ordinadors digitals. 
L’ordinador analògic està format per un mecanisme electrònic o mecànic que 
està dissenyat per manipular l’entrada de dades mitjançant dispositius elèctrics 
o mecànics i permetre la resolució de problemes, les entrades es converteixen 
en magnituds físiques equivalents que poden ser tractades i manipulades de 
diferents maneres, per mitjà del mecanisme dissenyat en ell. La resposta a 
l’entrada de dades es pot donar, per exemple, en nivells de tensió en comptes 
de fer-ho com dades numèriques, com seria habitual en un ordinador digital, en 
aquest cas, la resposta a aquestes entrades és un voltatge amb una 
dependència del temps que és igual a la solució desitjada. 
Un ordinador analògic té una capacitat molt gran per resoldre amb èxit 
qualsevol tipus de problema, les principals característiques es podrien resumir 
en: 
- Realitzar operacions d’una manera veritablement en paral·lel, és a dir, 
es capaç de realitzar diversos càlculs alhora. Sense cap mena de dubte 
aquest és un dels aspectes que fa que els ordinadors analògics siguin 
molt útils en alguns casos, ja que per contra, un ordinador digital només 
permet realitzar operacions de forma seqüencial (una per cada instant), 
opera de forma discreta. 
- Opera utilitzant variables continues, es a dir, el valor normalment canvia 
d’una manera suau i continua. 
Els ordinadors analògics son diferencials, mentre que els digitals son 
algebraics, això vol dir que els ordinadors analògics tenen una taxa de 
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dimensió de la informació major que els ordinadors digitals. Teòricament, 
permet als ordinadors analògics resoldre problemes que son indesxifrables per 
a ordinadors digitals. Els teòrics de la informàtica solen anomenar-los 
ordinadors reals, ja que opera dins del conjunt de números reals. 
A la pràctica es pot considerar que van ser els precedents de les nostres 
calculadores, ja que la seva principal funció era facilitar uns càlculs mitjançant 
un programa de funcionament mecànic. 
 
Per al modelat es fa servir l'analogia existent en termes matemàtics d'algunes 
situacions en diferents camps. Per exemple, la que existeix entre els 
moviments oscil·latoris en mecànica i l'anàlisi de corrents alternes en 
electricitat. Aquests dos problemes es podem resoldre per equacions 
diferencials. 
Aquest treball es centrarà en el disseny d’aquest primer cas, els moviments 
oscil·latoris, per tal de poder-ho dur a terme, primer es realitzarà un estudi per 
obtenir les funcions diferencials que descriuen aquest moviment. El següent 
pas serà la realització dels dissenys. 
 
 
1.1. Justificació del projecte. 
 
Els cursos, tutorials, estan molt centrats en l’anàlisi de senyals 
harmòniques, però no tant en el seu comportament, per exemple pot ser útil per 
veure com un disseny del tipus sallen key fa variar un senyal. 
Seria interessant disposar d’un circuit, per tal de poder mostrar com es poden 
fer operacions matemàtiques amb electrònica analògica. A més del fet de poder 
percebre com canvia un senyal en funció de l’operació que es realitzi sobre ell 
ja sigui integració, derivació,... etc. 
Un altre punt interessant és mostrar l’existència d’analogies entre sistemes 
electrònics i mecànics, com  en el cas que es mostrarà amb l’oscil·lador 
harmònic, apart de les analogies en sistemes elèctrics,  també amb finalitats 
pedagògiques. 
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1.2. Antecedents. 
 
Al llarg del segle XIX es van construir un seguit d’ordinadors analògics, 
sobretot després de la Segona Guerra Mundial, on ja se’n van utilitzar molts per 
finalitats bèl·liques. En aquest apartat es pretén descriure alguns dels 
ordinadors que van ser realitzats en aquest període, en alguns casos tant sols 
són petits aparells amb funcions precises, però molt complexes que permetien 
desenvolupar càlculs que fins aquell moment eren molt laboriosos, d’aquí rau la 
importància d’aquests dispositius en la història i el desenvolupament que hi ha 
hagut en la ciència des de llavors. 
 
 
1.2.1 Analitzador diferencial. 
 
L’analitzador diferencial és un ordinador analògic mecànic dissenyat per 
resoldre problemes d’equacions diferencials per integració. Fou el primer 
dispositiu que podia integrar equacions diferencials de qualsevol ordre va ser 
dissenyat i dut a terme el 1876 per James Thomson. 
L’analitzador diferencial va ser un dels primers ordinador analògics en ser 
utilitzat operacionalment, és un ordinador analògic mecànic dissenyat per 
resoldre equacions diferencials per mitjà d’integracions, utilitzant rodes i discs 
per realitzar la integració. Tot i això no va ser fins l’any 1927 quan es va 
construir el primer analitzador diferencial veritablement pràctic, fet per 
Vannevar Bush a la MIT (Institut Tecnològic de Massachussets). Aquest model 
constava de sis integradors mecànics que es podien moure gracies a motors 
elèctrics. A més tenia diversos engranatges que permetien realitzar 
multiplicacions i sumes. 
 
 Figura 3: Analitzador diferencial - Vannevar Bush 1927. 
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L’èxit d’aquest disseny va ser tal que, més endavant es va fer un disseny molt 
més potent que va començar a funcionar el 1942, i va ser de gran utilitat en la 
Segona Guerra Mundial ja que s’utilitzava per calcular la trajectòria de les 
bombes.  
Un altre analitzador diferencial que es va construir, uns anys més tard va ser el 
AKAT-1, va ser el primer transistor analitzador diferencial, construït el 1959 a la 
Academy of Science’s Institute of Automatics de Polonia per Jacek Karpiński, 
En acabar la Segona Guerra Mundial l’analitzador diferencial es tornà obsolet 
degut als nous aparells que havien aparegut com a resultat de la guerra. Els 
ordinadors electrònics analògics i, més endavant, els digitals van fer oblidar 
l’invent de Vannevar Bush.  
 
 Figura 4: AKAT-1 - Jacek Karpiński 1959. 
 
 
1.2.2. Comdyna GP-6. 
 
El comdyna GP-6 vas ser un ordinador analògic dissenyat per simular 
sistemes dinàmics per mitjà de circuits elèctrics que es regeixen pel mateix 
conjunt d’equacions diferencials que el sistema d’estudi. És essencialment un 
sistema que permet programar dispositius actius i passius d’alta qualitat i de 
gran precisió. 
Una sèrie de característiques, tal com l’escala de temps variable i funcionament 
en mode repetitiu entre altres  s’incorpora en el disseny per fer la simulació de 
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fàcil accés per l’usuari. A més de tenir amplificadors operacionals, resistències, 
condensadors i potenciòmetres, el GP-6 disposa d’un indicador de 
sobrecàrrega que indica quan un amplificador està saturat, un mode per poder 
ajustar els potenciòmetres amb bastanta precisió, un voltímetre digital per al 
mesurament de senyals externes, com ara sortides dels sensors, complet 
accés als connectors banana i també disposa de limitació de corrent per 
protegir els circuits. 
Tot plegat ha fet que al llarg dels anys s’hagi utilitzat en l’ensenyament, ja que a 
més de la seva gran utilitat conté un panell amb tots el indicadors de manera 
molt clara. 
 
 
 Figura 5: Comdyna GP-6 - 1968. 
 
 
 
1.2.3. Heathkit. 
 
Aquest és un altre ordinador analògic anomenat EC-1, també va ser 
dissenyat per finalitats educatives. Va ser construït a partir del 1960 i estava 
equipat solament per disset tubs, mentre que cinc eren utilitzats per estabilitzar 
el voltatge. Amb aquest escàs equipament el dispositiu era suficientment bo 
com per desenvolupar la funció de qualsevol ordinador analògic, tot i això era 
massa imprecís per ser utilitzat a la industria. 
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 Figura 6: Heathkit EC-1 – 1960. 
 
 
Un altre dispositiu de la mateixa marca tot i que realitzat uns anys més aviat és 
el Heathkit H1, dut a terme el 1956, era un model molt voluminós, i dissenyat 
principalment també per l’educació. Contenia setanta tubs tot i que quaranta-
cinc estaven destinats a la refrigeració de l’aparell i estava equipat amb quinze 
amplificadors. 
 
 
 Figura 7: Heathkit H1 – 1956. 
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1.2.4. The Dornier DO-80. 
 
El Dornier-80 és el model més petit dels ordinadors analògics construïts 
per l’empresa alemanya Dornier. Aquest sistema era principalment utilitzat per 
aplicacions de control, com per exemple en investigacions de reactors nuclears, 
i també per propòsits educatius.  
El sistema està basat en components molt senzills, per tant no disposa 
d’equipament d’impremta, conté amplificadors operacionals compensats per 
derivar, sense interfícies digitals com per exemple potenciòmetres digitals, etc. 
És un sistema molt senzill i bàsic però molt bo. És molt simple de mantenir i de 
reparar i suficientment fàcil per operar amb equacions diferencials. 
 
 Figura 8: Dornier DO-80. 
 
 
1.2.5. Dornier DO-960. 
 
El nom de dornier està normalment vinculat amb el disseny avançat 
d’avions, com per exemple el DO-31 VTOL. Aquesta empresa, a més, va 
construir fantàstics ordinadors analògics que superaven la majoria dels 
sistemes d’altres fabricants amb molta diferència. 
Dornier va començar a introduir-se en el món dels ordinadors analògics quan 
van començar a dissenyar avions com l’esmentat anteriorment, amb el tipus 
d’enlairament VTOL. Els problemes matemàtics plantejats per aquests tipus 
d’avions van fer necessaris el desenvolupament de sistemes informàtics més 
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avançats. Atès que cap processador digital en aquell moment no era capaç de 
resoldre totes les equacions diferencials necessàries per descriure el 
comportament dels avions en detall. Dornier va començar la construcció 
d’ordinadors analògics. 
El DO-960 va ser l’últim sistema fabricat per dornier. És un sistema híbrid, 
consta d’un ordinador analògic complex, així com d’un ordinador digital que 
està interconnectat amb la part analògica per mitjà d’una gran quantitat de 
convertidors AD i DA. El sistema digital controla la sincronització i la lectura 
dels resultats. 
 
 Figura 9: Dornier DO-960. 
 
 
1.3. Objectius. 
 
L'objectiu principal d'aquest projecte és el disseny i la realització d'un 
ordinador analògic que es pugui utilitzar amb finalitats educatives, per això es 
realitzarà un ordinador analògic que sigui capaç de solucionar equacions 
diferencials lineals de coeficients constants: 
- 1 equació de segon grau. 
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- 1 sistema de dues equacions de primer grau. 
Amb tot el hardware fet, es portarà a la practica la realització d’un oscil·lador 
capaç de descriure moviments oscil·latoris  amb qualsevol tipus 
d’esmorteïment. A més també ha de poder descriure moviments oscil·latoris 
forçats.  
S’ha d’aconseguir que els resultats experimentals realitzats al laboratori siguin 
el més semblants possibles als resultats obtinguts en les simulacions per tal de 
poder donar per bo els dissenys duts a terme.  
Un dels objectius derivats d‘aquest projecte és adquirir l’habilitat de treballar 
amb equacions diferencials i ser capaç d’implementar-les amb un circuit 
analògic, el més adient possible.  
 
 
1.4. Abast del projecte. 
 
La realització d’un prototip i el seu disseny amb els components més 
apropiats per cada cas són, a grans trets, els aspectes més significants 
d’aquest projecte, tot i que la realització d’un codi en matlab que permeti 
realitzar simulacions del disseny dut a terme també serà de gran utilitat per 
poder comprovar l’exactitud del disseny efectuat. 
 
 
1.5. Descripció general. 
 
 Un ordinador analògic pot ser utilitzat per resoldre diferents tipus de 
problemes. Els soluciona de manera anàloga, es a dir, dos problemes són 
considerats anàlegs si algunes o totes les quantitats mesurables obeeixen les 
mateixes equacions matemàtiques. La major part dels ordinadors analògics 
utilitzen circuits elèctrics actius com a representació del sistema de partida, 
tenen una alta velocitat d’operació, una bona exactitud i un alt grau de 
versatilitat. Els circuits elèctrics actius estan formats principalment per 
resistències, condensadors i amplificadors operacionals connectats entre si i 
són capaços de simular qualsevol sistema lineal. 
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El model matemàtic d’un ordinador analògic programat per simular un sistema 
físic específic ha de ser idèntic al model matemàtic del mateix sistema. El 
voltatge d’entrada i sortida, que són les variables de l’ordinador analògic, són 
similars al corresponent model matemàtic. A causa de les limitacions de  
l’ordinador o de les de l’equipament, sovint es necessari canviar l’escala dels 
valors de l’ordinador, portant així a que els resultats puguin diferir dels 
corresponents valors del problema.  
Una forma molt eficaç de simular el model matemàtic en un ordinador analògic 
és mitjançant la utilització d’equacions diferencials i introduint condicions 
inicials. Si el sistema és lineal, les equacions diferencials també són lineals i les 
operacions requereixen sumes, inversions de signe, multiplicacions per una 
constant, integracions i derivacions.  
Per motius pràctics, la integració és més fàcil de dur a terme que la derivació. 
La raó d’aquest fenomen està en el fet que els senyals de l’ordinador analògic 
són voltatges reals i, per tant poden tenir soroll. Aquesta anomalia es pot 
minimitzar amb la utilització d’integradors, ja que tenen la tendència a eliminar 
els efectes del soroll, mentre que els derivadors l’accentuen més, es a dir, els 
integradors poden donar una solució més precisa, per tant en aquest projecte 
s’utilitzaran integradors en comptes de derivadors.  
A continuació es detallen les operacions bàsiques d’un ordinador electrònic 
analògic. 
 
Inversor 
 
     
 
 
𝑉0 =  −𝑉1 
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Sumador 
 
 
 
 
𝑉0 =  −�𝑅4𝑅1𝑉1 + 𝑅4𝑅2𝑉2 + 𝑅4𝑅3𝑉3� 
 
 
 
Multiplicador  
 
 
 
𝑉𝑜 = −𝑅2
𝑅1 
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Integrador 
 
 
𝑉𝑜 = − 1
𝑅𝐶
�𝑉1 𝑑𝑡 + 𝐸0 
 
A mode d’exemple es mostra el disseny de l’equació  𝑑𝑥
𝑑𝑡
= − 𝐾𝑥. 
Resolent aquesta solució s’obtindrà suficient informació per fer el disseny. 
𝑥(𝑡) = −�𝐾𝑥 𝑑𝑡 + 𝑥(0) 
𝑥(𝑡) = − 𝑘�𝑥 𝑑𝑡 + 𝑥(0) 
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Aquest disseny fet, és el circuit equivalent en un ordinador analògic de la funció 
diferencial  𝑑𝑥
𝑑𝑡
= − 𝐾𝑥, es pot observar que es pot resoldre mitjançant un 
integrador i un multiplicador, on el valor de la constant 𝐾 depèn del valor 
existent entre R2 i R3. 
 
2. Dissenys. 
 
Per la realització dels dissenys s’ha partit del disseny preliminar, i s’ha intentat 
introduir-hi alguna millora. El disseny vist anteriorment s’ha dividit en sis parts: 
els dos integradors i els dos multiplicador, a més s’ha fet un altre disseny que 
permetrà prescindir del generador de funcions i un altre disseny per introduir la 
condició inicial. 
 
 
 2.1. Metodologia emprada. 
 
Primerament s’ha realitzat un estudi en detall del comportament físic 
d’un oscil·lador i les seves principals característiques, per tal de poder trobar el 
seu model matemàtic en forma d’equacions diferencials, d’aquesta manera es 
tindrà suficient informació per poder fer una primera aproximació del circuit 
necessari per poder implementar-ho i dur a terme un prototip. 
Per la realització dels dissenys primer s’ha fet un estudi general del disseny 
preliminar per comprendre quines eren les millors maneres per realitzar el 
circuit definitiu i quines millores s’hi podien afegir, sobretot s’han hagut de fer 
amb molta cura els multiplicadors, ja que en funció del seu valor farà que el 
sistema es trobi en un estat o un altre, com es veurà en els següents apartats. 
Quan s’ha tingut una idea de que era el que es volia i perquè, abans de fer el 
circuit definitiu amb wire wrap en les plaques, s’han fet les primeres proves en 
una placa protoboard. 
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2.2. Oscil·lador harmònic simple 
 
L’oscil·lador harmònic simple, és el tipus d’oscil·lador més simple. La 
molla, quan es deixa lliure, te un longitud natural per la que no exerceix cap 
força sobre la massa m, es l’anomenada posició d’equilibri. Si movem la massa 
estirant o comprimint la molla, aquesta exerceix una força sobre la massa que 
tendeix a tornar, a restaurar la posició d’equilibri. Si la molla és elàstica, es a 
dir, obeeix la llei de Hooke, la força restauradora serà lineal i pot escriure’s 
com: 
 
Figura 10: Oscil·lador harmònic simple. 
 
𝐹 = −𝐾𝑥                (2.2.1) 
 
On la coordenada x correspon a la deformació de la molla i s’ha de mesurar 
des de la posició d’equilibri. La constant de proporcionalitat k s’anomena 
constant elàstica de la molla. El signe menys apareix perquè el vector de força 
és oposat en direcció al vector de desplaçament. 
La força 𝐹 = −𝐾𝑥 actuant sobre la massa farà que tingui una acceleració que, 
segons la segona llei de Newton, s’ha de complir que: 
 
−𝐾𝑥 = 𝑚𝑎 = 𝑚𝑑𝑣
𝑑𝑡
= 𝑚𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
              (2.2.2) 
 
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
= − 𝐾
𝑚
𝑥                (2.2.3) 
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La solució d’aquesta equació diferencial ordinària és immediata. Les funcions 
del temps, x(t), han de ser aquelles que derivades dos vegades han de donar 
com a resultat la mateixa funció multiplicada per − 𝐾
𝑚
. Les úniques funcions que 
la seva segona derivada és la mateixa funció amb el signe contrari són sinus i 
cosinus. Les dos funcions corresponen al mateix moviment. 
Per tant, la solució és: 
 
𝑥(𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)        (2.2.4) 
 
· A és l’amplitud,  la màxima diferencia respecte la posició d’equilibri.  
· 𝜔 és la freqüència angular que s’expressa com 𝜔 = 2𝜋𝑓 on 𝑓 és la 
freqüència. 
· 𝑡 és el temps. 
· 𝜑 és la fase inicial (per 𝑡 = 0). 
· 𝑥 és la elongació o diferència respecte l’estat d’equilibri. 
Desenvolupant l’equació 1.5.3 i simplificant-la, és fàcil trobar el valor de 𝜔. 
 
𝑚(−𝐴 · 𝜔2cos (𝜔𝑡 + 𝜑) = −𝐾 · 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)          
    
𝜔2 = 𝐾
𝑚
          (2.2.5) 
Quedant l’equació 2.2.3 descrita anteriorment com: 
 
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥           (2.2.3) 
 
I el període d’oscil·lació és: 
𝑇 = 1
2𝜋
�
𝑚
𝐾
          (2.2.6) 
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El moviment harmònic simple és un cas ideal, ja que no es té en compte cap 
tipus de pèrdues, per tant és un moviment que serà constant i infinit al llarg del 
temps. 
En les següents gràfics es pot veure el comportament d’aquest moviment: 
 
 
 
Com es pot veure en la gràfica anterior el moviment oscil·latori és infinit en el 
temps. 
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2.3. Oscil·lador harmònic esmorteït. 
 
Com s’ha dit anteriorment en un moviment harmònic com el descrit 
anteriorment, la oscil·lació seria infinita al llarg del temps. Per tant, és més real 
si es té en compte, per exemple, la presència d’una força que fa que el 
moviment es vagi frenant, aquesta força d’esmorteïment, tan pot ser de 
fregament com de qualsevol altre tipus de resistència al moviment. En el cas 
que ens ocupa es tractarà aquesta força com una força de fregament que serà 
proporcional a la velocitat.  
Figura 11: Oscil·lador harmònic esmorteït. 
 
𝐹𝑓 = −𝑏𝑣 = −𝑏 𝑑𝑥𝑑𝑡         (2.3.1) 
  
On b és la constant d’esmorteïment. 
Un sistema que compleix l’anterior equació es diu que està esmorteït 
linealment.  
Afegint aquest terme a l’equació diferencial obtinguda anteriorment s’obté 
l’equació homogènia: 
 
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
= − 𝑏
𝑚
𝑑𝑥
𝑑𝑡
−
𝐾
𝑚
𝑥         (2.3.2)  
 
Integrant l’equació anterior s’obté:  
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𝑑𝑥
𝑑𝑡
= −∫ �𝐾
𝑚
𝑥 + 𝑏
𝑚
𝑑𝑥
𝑑𝑡
� 𝑑𝑡 + 𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑥(0)𝑡
0
       (2.3.3) 
 
I tornant a integrar s’obté la solució de x(t). 
 
𝑥(𝑡) = ∫ 𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑡 + 𝑥(0)𝑡
0
        (2.3.4) 
 
Aquesta solució serà útil, més endavant, per poder realitzar el circuit analògic 
corresponent al oscil·lador harmònic esmorteït. 
La introducció d’aquesta nova constant d’esmortiment 𝑏 ens condueix a tres 
tipus diferents d’esmorteïment en funció de la relació: el primer cas és el 
subesmorteït, també anomenat d’esmorteïment dèbil, on l’amplitud decreix molt 
lentament, tot el contrari del segon cas, l’anomenat, sobreesmorteït en que ni 
tan sols es realitza una oscil·lació completa. Un altre cas és l’anomenat 
esmorteïment crític, és un cas límit entre un sistema oscil·lant i un que no 
oscil·la, apareix quan hi ha un esmorteïment mínim perquè es produeixi un 
moviment no oscil·latori, i qualsevol esmorteïment inferior dona peu a un 
moviment subesmorteït.  Per aconseguir els resultats de les simulacions i al 
laboratori és més adient treballar amb un altre tipus de solució que l’obtinguda 
anteriorment, definida com 2.3.2. Per tant es partirà de la premissa que  𝑏
𝑚
= 𝛾 i 
𝑘
𝑚
= 𝜔0 P2. D’aquesta manera serà més fàcil realitzar els dos circuits 
multiplicadors per cada una d’aquestes dos variables. 
 
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
+ 𝑏
𝑚
𝑑𝑥
𝑑𝑡
+ 𝐾
𝑚
𝑥 = 𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
+ 𝛾 𝑑𝑥
𝑑𝑡
+ 𝜔02𝑥 = 0         (2.3.5) 1 
 
Solucionant l’equació anterior mitjançant mètodes d’equacions diferencials 
s’aconsegueix una solució per a cada tipus d’esmorteïment abans esmentat.  
              
 
     
1 veure annex 5.1 per desenvolupament. 
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a) 𝜔0 > 𝛾2 (Moviment subesmorteït) 
 
 
    𝜔′ = �𝜔02 − 𝛾24      (2.3.6) 
 
                                             𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒�−𝛾2 𝑡� cos(𝜔′𝑡 + 𝐵)        (2.3.7) 2 
 
      
En la següent gràfica es pot observar l’efecte que produeix l’esmorteïment en 
un sistema.  
 
 
Com es pot copsar, a mesura que passa el temps el senyal va perdent amplitud 
fins arribar a 0. 
 
 
 
 
2 veure annex 6.1.1 per desenvolupament. 
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b) 𝜔0 < 𝛾2 (Moviment sobreesmorteït) 
 
     𝛽 = �𝛾2
4
− 𝜔0
2                  (2.3.8) 
 
 
    𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒�−(𝛾2+𝛽)𝑡� + 𝐵𝑒�−(𝛾2+𝛽)𝑡�             (2.3.9) 3 
 
 
 
 
c) 𝜔0 = 𝛾2 (Moviment crític) 
 
    𝑥 = (𝐴 + 𝐵𝑡)𝑒−𝛾2𝑡    (2.3.10) 4 
3 veure annex 6.1.2 per desenvolupament. 
4 Veure annex 6.1.3 per desenvolupament. 
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Tant el gràfic del moviment crític com el del sobresmorteït, el senyal, en qüestió 
de segons perd tot el voltatge. Tot i que el crític és el cas en que tendeix més 
ràpid a zero. 
 
 
 2.4. Oscil·lador harmònic forçat 
 
 L’oscil·lador harmònic forçat és capaç de mantenir el sistema en 
moviment encara que hi hagi un esmorteïment molt gran perquè s’aplica una 
força externa. El cas més interessant a estudiar és quan s’aplica una força 
externa sinusoïdal, d’aquesta manera es pot estudiar com es comporta el 
sistema en funció de la freqüència pròpia del sistema i de la freqüència de l’ona 
sinusoïdal exterior. 
En un sistema com aquest la solució està formada per la solució general de 
l’equació homogènia més una de particular per aquest cas. 
Tot seguit es pot observar la solució per un sistema oscil·latori forçat 
exteriorment: 
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    𝐴(𝜔) = 𝐹𝑒𝑥𝑡
�(𝜔02−𝜔2)2+(𝛾𝜔)2     (2.4.1)        
          𝛿(𝜔) = 𝑡𝑎𝑛−1 � 𝛾𝜔(𝜔02−𝜔2)�      (2.4.2) 
 
    𝑥 = 𝐴(𝜔)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 − 𝛿(𝜔)) + 𝑥ℎ𝑜𝑚(𝑡)    (2.4.3) 5 
 
Un dels aspectes més importants a estudiar és la resposta en freqüència, on es 
pot veure com el sistema entra en ressonància quan la freqüència 𝜔P, la 
freqüència angular exterior, és igual a 𝜔0, la pròpia del sistema.   
      
 
 2.5. Disseny preliminar 
 
 Com s’ha pogut veure l’equació de l’oscil·lador harmònic esmorteït es 
pot resoldre mitjançant dos integradors, tal i com s’ha comprovat anteriorment,  
el primer integrador donarà el valor 𝑑𝑥
𝑑𝑡
 i el segon el valor de 𝑥(𝑡). 
Per poder resoldre aquesta equació només falta, doncs, una manera per poder 
introduir els valors 𝐾
𝑚
 i 𝑏
𝑚
. Això es pot fer mitjançant dos multiplicadors. El 
sistema més basic es pot representar de la següent manera:  
 
 
5 veure annex 6.2 per desenvolupament 
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Els dos primers amplificadors són els encarregats de realitzar les integrals de 
l’equació diferencial. 
El primer realitza     𝑑𝑥
𝑑𝑡
= −∫ �𝐾
𝑚
𝑥 + 𝑏
𝑚
𝑑𝑥
𝑑𝑡
� 𝑑𝑡 + 𝑣(0)𝑡
0
     (1.5.3) 
El segon                   𝑥(𝑡) = ∫ 𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑡
𝑡
0
  
Per mitjà dels interruptors i amb una pila es pot introduir les condicions inicials 
de les dos integrals 𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑥(0) i 𝑥(0). 
 
 
 2.6. Recursos utilitzats. 
 
 Apart del material utilitzat per la realització del dissenys que s’exposaran 
al llarg dels següents apartats, s’ha utilitzat un seguit d’instrumental per poder 
alimentar tot el hardware realitzat, per realitzar les connexions adients, per la 
adquisició de dades i per tot tipus de mesures. Tot aquest material utilitzat es 
mostra a continuació: 
 
- Oscil·loscopi. 
 
Figura 12: Digital storage oscilloscope OD-425  Promax 
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- Cables per realitzar connexions. 
 
Figura 13: Cable banana banana 
 
- Sonda oscil·loscopi. 
 
Figura 14: Sonda oscil·loscopi. 
 
- Cable BNC. 
 
Figura 15: Cable BNC 
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- Font d’alimentació. 
Figura 16: Power supply FAC – 307C Promax. 
 
 
- Generador de funcions. 
Figura 17: Function generator GF-1000 C  0,5HZ – 10MHz. 
 
- Multimetre. 
Figura 18: Multimeter PD – 695 promax. 
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- Soldador d’estany.  
 
 Figura 19: Soldador JBC-65S. 
 
- Estany. 
 
Figura 20: Estany 
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 2.7. Descripció dels integradors. 
 
  
 
 
 Figura 21: Integrador 1 i 2. 
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 Aquest és el disseny dels dos integradors del circuit, disposa de tres 
entrades per realitzar l’integral (bananes vermelles), la condició inicial de 
l’integral s’introdueix per mitjà d’una pila externa que es connectarà amb la 
banana groga (negatiu) i grisa (positiu). A més inclou una altre entrada on se li 
pot aplicar una senyal externa per mitjà del connector bnc, situat just a sobre de 
les bananes vermelles, poder realitzar l’oscilador harmonic forçat. 
L’integral es realitza per mitjà de l’amplificador operacional 49720, és un tipus 
d’amplificador que genera molt poc soroll i que és de gran utilitat en casos on 
se’n vol prescindir. 
Per el disseny dels interruptors s’ha optat per col·locar un switch, concretament 
el 4066, el qual permetrà que l’integral es realitzi desde la condició inicial 
desitjada. Per obrir i tancar aquest switch es farà mitjançant l’amplificador 
operacional 662 en forma de comparador. En l’entrada 2 del 662 hi haurà una 
senyal quadrada provinent de l’altre connector bnc, ja sigui desde un generador 
de funcions permetent així, introduir una periodicitat en el càlcul, ja que 
periodicament tornarà a començar el calcul quan aquest s’hagi acabat, com 
desde un altre disseny, concretament el cinqué disseny, que sera explicat en 
l’apartat 2.10, per tant, a la sortida es tindrà una senyal quadrada també 
d’amplitud ±7,5 volts, que connectada a la patilla de control del switch permetrà 
obrir i tancar l’interruptor.  
L’aspecte principal pel qual s’ha utilitzat l’amplificador operacional 662, és 
perquè el switch necessita un voltatge de ±7,5 volts per obrir-se i tancar-se i 
l’unic element que ens pot assegurar això és la utilització d’un rail to rail, com 
per exemple el 662 escollit. 
A més, com que caldrà obrir i tancar el switch dels dos integradors alhora s’ha 
col·locat la banana verda per tal de poder-ho dur a terme.  
Degut a la sensibilitat dels components s’ha optat per col·locar aquests en 
zocals, d’aquesta manera s’evitarà que que si un component falla per causes 
sobtades o per una mala utilització s’hagi de llançar tot el muntatge, substituïnt 
el component o els components fets malbé serà suficient per restablir el circuit i 
que que torni a funcionar amb total normalitat. 
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 2.8. Descripció del multiplicador 𝝎𝟎𝟐. 
 
 
 
 
 
 
 Figura 22: Multiplicador 𝝎𝟎𝟐. 
 
 Aquest multiplicador serà el que es farà servir com la 𝜔02, amb aquest 
disseny es serà capaç d’introduir el valor desitjat regulant el potenciòmetre en 
la posició adequada i seleccionant l’entrada desitjada. Aquest disseny, compta 
amb dos sortides una positiva, la negra i una altre de negativa, la groga, que 
serà la que es farà servir. 
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Aquest multiplicador pot donar uns valors al voltant de: 
- Entrada 1: 0 volts i 10 volts. 
- Entrada 2: 0 volts i 212 volts. 
L’entrada 2 s’utilitzarà per realitzar l’oscil·lador harmònic simple i la segona pel 
forçat externament.  
Amb l’entrada 1 es podran tindre valors de fins a 212 per 𝜔02, es a dir, es podrà 
donar una freqüència màxima al voltant de 2,32 hz, que serà suficient per poder 
entrar el sistema en ressonància quan es faci el muntatge per l’oscil·lador forçat 
externament. 
               
     𝜔 = 2 · 𝜋 · 𝑓      (2.8.1) 
 
 
 2.9. Descripció del multiplicador gamma (𝜸). 
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 Figura 23: Multiplicador gamma. 
 
 Aquest multiplicador serà el que es farà servir com la 𝛾, amb aquest 
disseny es serà capaç d’introduir el valor desitjat regulant el potenciòmetre en 
la posició adequada com en el cas anterior, però, també s’haurà de tindre en 
compte quina entrada es fa servir, ja que els valors són diferents en funció de 
l’entrada seleccionada. Aquest disseny, compta amb dos sortides una positiva, 
la negra i una altre de negativa, la negra, que serà la que es farà servir. 
 
Aquest multiplicador pot donar uns valors al voltant de: 
 
- Entrada 1:  0 volts - 0,1 volt. 
- Entrada 2, 3 i 4 :  0 volts - 1 volt. 
- Entrada 5:  0 volts - 10 volts. 
- Entrada 6:  0 volts - 100 volts. 
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2.10. Descripció del generador de senyal quadrada 
 
 Aquest disseny, és el que permetrà com s’ha dit abans prescindir del 
generador de funcions, es tracta d’un generador de funcions analògic-digital, 
que serà de gran utilitat ja que la finalitat d’aquest circuit és realitzar senyals 
quadrades amb una freqüència més baixa que la del generador de funcions es 
capaç de proporcionar. Cal recordar que al tindre una freqüència més baixa el 
període és més gran, i per tant es disposarà de molta més flexibilitat per veure 
les oscil·lacions ja que es podrà donar el període que es desitgi manualment.  
Aquest generador de funcions, junt amb l’amplificador operacional 662 serà 
clau per obrir i tancar els interruptors. 
 
                 
                                                                 Figura 24: Generador de senyal quadrada. 
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2.11. Condició inicial 
 
 S’ha fet un disseny molt simple, a partir d’una pila de 9 volts que va 
connectada a dos potenciòmetres de 10KΩ que permetran regular la tensió 
desitjada. 
 
   
                     Figura 25: Condició inicial. 
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 2.12. Disseny final  
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 En l’esquema anterior es pot veure com s’han de connectar entre si tots 
els dissenys realitzats per tal de posar en funcionament el muntatge com un 
oscil·lador harmònic esmorteït.  
 
 
 3. Resultats. 
 
  3.1. Resultats oscil·lador harmònic esmorteït. 
 
 A continuació es poden observar els resultats obtinguts. S’ha fet un 
seguit de gràfiques per tal de poder copsar el comportament del disseny dut a 
terme. 
Per l’experiment fet per obtenir les gràfiques del oscil·lador harmònic esmorteït 
s’ha utilitzat una 𝜔02 constant al voltant de 5.47 i s’ha anat variant de forma 
creixent la variable d’esmorteïment 𝛾. D’aquesta manera s’ha pogut observar 
l’efecte que te en el sistema el creixement d’aquesta variable, passant d’un 
moviment oscil·latori subesmorteït a un de totalment sobreesmorteït. 
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   3.1.1. Validació del disseny. 
 
 Per validar el disseny realitzat anteriorment fet i donar-lo per bo, s’ha 
realitzat un codi en matlab, amb el qual es pot simular qualsevol tipus de 
moviment oscil·latori, entrant les dades de les variables del sistema.6 
D’aquesta manera es pot superposar la gràfica de la simulació i la de l’assaig 
fet al laboratori i veure que descriu un moviment semblant i que efectivament 
està dins del rang esperat. 
Com s’ha pogut percebre en l’apartat anterior les gràfiques donen el resultat de 
−𝑥(𝑡) en comptes de 𝑥(𝑡). Per poder-les superposar s’ha d’invertir el signe. 
 
6 Annex 6.3.1. Codi equació homogènia. 
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En tots els gràfics es pot comprovar que tant la gràfica de la simulació com la 
de l’assaig són bastants semblants, sobretot en termes d’amplitud, un dels 
aspectes que no es tant precís és en la freqüència del sistema, degut a que la 
𝜔0
2 utilitzada en la simulació no és exactament la mateixa que la utilitzada 
experimentalment. Aquest fet es pot deure a que el multiplicador 𝜔02 no sigui 
molt precís.  
 
 
  3.2. Resultats oscil·lador harmònic esmorteït i forçat. 
 
 En aquest apartat es poden veure els resultats obtinguts al laboratori pel 
cas de l’oscil·lador harmònic esmorteït i forçat externament. 
El cas més interessant a estudiar en un oscil·lador  és quan s’aplica una força 
externa sinusoïdal, d’aquesta manera es pot estudiar com es comporta el 
sistema en funció de la freqüència pròpia del sistema i de la freqüència de l’ona 
sinusoïdal exterior. 
Per tant, s’ha excitat el sistema amb una força del tipus 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡), on 𝐴 és 
l’amplitud de la força externa.   
Es desitja que el sistema entri en ressonància al voltant dels 2𝐻𝑧. Aquesta 
freqüència la dona el multiplicador 𝜔02, per aconseguir aquesta freqüència 
aquest multiplicador ha de multiplicar pel seu màxim valor. Al realitzar aquesta 
multiplicació per un valor tant gran és fàcil que el sistema entri en saturació. La 
manera de solucionar aquest problema és introduint  una amplitud en la força 
externa el més petita possible perquè el sistema no es saturi. 
En l’experiment fet al laboratori no s’ha utilitzat cap condició inicial, ja que 
gràcies al forçament extern el sistema es capaç d’oscil·lar per si sol. Per 
realitzar l’experiment s’ha posat un valor de gamma de 0,5 i per la 𝜔02 un valor 
d’aproximadament 212, aproximadament uns 2.3Hz. 
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𝑓 = 3 𝐻𝑧 
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𝑓 = 1.8 𝐻𝑧 
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  3.2.1. Validació del disseny. 
 
 Per la validació del disseny s’ha seguit el mateix procediment que en 
l’apartat 3.1.1. 7 
 
 
𝑓 = 3 𝐻𝑧 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 Annex 6.3.2. Codi equació no homogènia. 
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𝑓 = 2.3 𝐻𝑧 
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En aquest apartat ha quedat demostrat el correcte funcionament del disseny 
realitzat, es pot veure com a mesura que la freqüència senyal extern del  
s’apropa a la freqüència de ressonància el senyal arriba a un màxim d’amplitud. 
Tot i que aquest fet no es produeix exactament a la freqüència preestablerta, 
𝑓 = 2.3 𝐻𝑧, sinó a una freqüència una mica més baixa, 𝑓 = 1.8 𝐻𝑧 
aproximadament, degut també, a la imprecisió del multiplicador 𝜔02. 
També queda clar que a freqüències llunyanes a la de ressonància el senyal 
tendeix a 0, es a dir, com ens allunyem de la freqüència de ressonància més 
petit és el senyal.  
 
 3.3. Àmbit d’utilització. 
 
 La versatilitat que disposa aquest projecte tant per resoldre equacions de 
primer grau com de segon grau més complexes, com per exemple la de 
l’oscil·lador harmònic realitzat, fa que aquest disseny pugui ser utilitzat des de 
laboratoris docents fins a instituts o en centres universitaris. També pot ser de 
gran interès en exposicions en museus.  
 
 
 3.4. Descripció del funcionament. 
 
 Com ja s’ha vist anteriorment, el circuit es pot cablejar de diverses 
maneres per tal de resoldre l’equació desitjada. 
En el cas de l’oscil·lador harmònic esmorteït, partint del disseny final vist en 
l’apartat 2.7 es pot canviar d’entrades en els multiplicadors de 𝜔02 o de gamma 
o be variant els potenciòmetres per tal de poder resoldre l’equació en el cas 
subesmorteït, crític o sobreesmorteït. Per aquest cas serà totalment necessari 
prémer el polsador per introduir la condició inicial. 
Per realitzar l’oscil·lador forçat simplement s’haurà d’afegir una senyal 
sinusoïdal externa a l’integrador 1 i en el multiplicador 𝜔02 connectar l’entrada 
de 4,7KΩ. A més no serà necessari utilitzar el polsador per introduir la condició 
inicial, degut a que el sistema ja s’excita per una força externa, amb la qual 
cosa se’n podrà prescindir. 
 
49 
 
  DISSENY,  REALITZACIÓ I PROGRAMACIÓ D’UN ORDINADOR ANALÒGIC 
 3.5. Aplicacions del projecte. 
 
 Una de les aplicacions que pot tindre aquest projecte és en experiències 
de càtedra. 
També pot ser molt útil en pràctiques de laboratori, gràcies a que existeixen 
analogies per un mateix sistema físic també pot ser utilitzat ja sigui en 
assignatures de física, mecànica, teoria de circuits o electrònica analògica 
 
4. Comentaris finals 
 4.1. Pla de treball 
 
1 - Estudiar com es pot treballar amb equacions diferencials i veure les 
analogies que hi ha entre diferents sistemes. 
2 - Realitzar proves amb diferents components per el disseny de 
l’integrador. 
3 - Comprovar la utilitat del  circuit integrat 741 i del amplificador operacional 
LMC 662 com a comparadors. 
4 - Portar a cap el primer disseny de l’integrador amb captació per mitjà de 
cable BNC. 
5 - Comprovar el seu correcte funcionament i com amb una sonda el 
problema del soroll millora considerablement. 
6 - Cercar amplificadors operacionals més precisos i que puguin reduir 
l’efecte del soroll. 
7 - Realització dels dos integrador definitius utilitzant l’amplificador 
operacional LME 49720 NA, el LMC 662 i el switch HCF 4066 
8 - Examinar quin rang de valors pot ser útil per la realització dels 
multiplicadors segons les especificacions pròpies del sistema i el 
material disponible del laboratori. 
9 - Realització dels multiplicadors i verificació del seu funcionament. 
10 - Portar a cap l’experimentació de l’oscil·lador  harmònic esmorteït i el 
forçat externament. 
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 4.2. Llistat de materials. 
 
- 15 connectors tipus banana femella vermells. 
- 5 connectors tipus banana femella negres. 
- 5 connectors tipus banana femella grocs.    
- 2 connectors tipus banana femella verds. 
- 3 connectors tipus banana femella grisos.  
 
 
 
- 5 connectors tipus BNC.  
 
 
 
- 4 plaques de topos.  
 
 
 
- 2 condensadors de 1 𝜇𝐹.  
 
 
- 8 resistències de 1 𝑀Ω.    
- 9 resistències de 100 𝐾Ω.  
- 1 resistències de 10 𝐾Ω.  
- 3 resistències de 4,7 𝐾Ω. 
- 2 resistències de 1 𝐾Ω.     
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- 2 potenciòmetres de 10 𝐾Ω.  
- 2 potenciòmetres de 100 𝐾Ω. 
 
 
- 3 amplificadors operacionals LMC 662. 
- 3 amplificadors operacionals LME 49720 NA.  
 
 
- 2 Switchs HCF 4066. 
 
  
- Polsador.  
 
 
- 16 suports per les plaques.  
 
- Connector per la sonda de l’oscil·loscopi. 
 
 
- 5 postes d’alimentació.  
 
 
- 5 connectors de 4 pins. 
 
 
- 19 contactes de grimpar.  
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- 1 pila de 9V.   
 
    
- Connector pila flexible.  
 
 
- 1 porta piles.  
 
 
- 2 connectors banana tipus mascle verds.  
- 2 connectors banana tipus mascle vermells. 
- 2 connectors banana tipus mascle negres. 
 
 
- 5 zocals de 8.  
 
 
- 2 zocals de 14.  
 
 
- Cable wire wrap. 
 
 
- Cable d’alimentació. 
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 4.3. Pressupost  
 
 
 
En el pressupost realitzat no s’ha tingut en compte tots els recursos que s’han 
detallat en anterioritat, com per exemple l’oscil·loscopi, la font d’alimentació, 
etc... 
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 4.4. Fites aconseguides. 
 
Com a quedat demostrat al llarg d’aquest projecte s’ha aconseguit 
acomplir el principal objectiu d'aquest projecte que era el disseny i la realització 
d'un ordinador analògic que es pogués ser utilitzat utilitzar per àmbits 
pedagògics, ja que el dispositiu  realitzat és capaç de solucionar equacions 
diferencials lineals de coeficients constants, com ha quedat palès amb la 
resolució de l’oscil·lador harmònic 
A més s’ha aconseguit obtindré uns resultats experimentals bastant 
acceptables.  
 
  
 4.5. Conclusions 
 
 Un cop finalitzat el treball, es pot fer una valoració molt bona, ja que s’ha 
aconseguit donar una resposta més que satisfactòria al problema inicial que 
s’havia plantejat, tanmateix, a mesura que s’han anat realitzant els dissenys 
han sorgit algunes dificultats que mica en mica s’han pogut solucionar d’una 
manera eficaç. 
La principal dificultat ha estat salvaguardar la integritat física dels components, 
principalment en els integradors, doncs és molt fàcil fer les connexions d’una 
manera errònia i que s’espatllin els components. Per això la introducció dels 
zocals ha estat una excel·lent idea per aconseguir aquest propòsit, ja que 
canviant tant sols el component deteriorat el circuit torna a estar operatiu.    
L'elecció de tots els components segons la seva funcionalitat per a cada cas, 
també ha estat un aspecte cabdal per aconseguir un funcionament totalment 
satisfactori d’aquest projecte. El fet de tenir amplificadors amb un límit de ± 7,5 
volts, limita el valor que es pot donar a les multiplicacions, i en el forçament 
extern quan es realitza l’oscil·lador forçat, perquè s’ha d’anar amb compte de 
no saturar el circuit en cap moment, tot i que no s’espatllen els components 
quan es sobrepassa aquest límit, el circuit deixa de funcionar correctament. 
Un altre aspecte relacionat amb els amplificadors que s’ha pogut copsar, es el 
fet que l’amplificador operacional 741 no és capaç de donar voltatges de ± 7,5 
volts fent-lo funcionar com a comparador, en canvi la utilització d’amplificadors 
rail to rail com el LMC 662 utilitzat en aquest projecte si que en són capaços, la 
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qual cosa és imprescindible per obrir i tancar els interruptors per introduir la 
condició inicial a l’integrador.  
La introducció de fonts flotants en un sistema introdueix soroll, un aspecte que 
es pot millorar si en comptes de captar el senyal mitjançant un cable BNC es 
realitza per mitjà d’una sonda ja que aquesta porta incorporat un petit circuit 
intern amb elements passius, com resistències condensadors i bobines en 
alguns casos, que permeten observar el senyal d’una forma més nítida i 
precisa. Un altre aspecte relacionat amb el soroll i que ha ajudat a reduir-lo 
bastant, ha estat degut a la utilització del amplificador operacional LME 
4920NA, que s’ha pogut comprovar com és molt més precís que tant el 741 
com el LMC 662. 
La falta de més recursos, com per exemple d’un generador de funcions que 
sigui capaç de treballar a freqüències més petites, fa que la realització del 
oscil·lador forçat estigui obligat a funcionar amb una freqüència angular interna 
molt gran per tal d’estar en ressonància, amb els problemes que això pot 
ocasionar. 
Malgrat els entrebancs que s’han pogut veure, s’ha estat capaç de dur a terme 
un projecte d’una manera satisfactòria i que realment pot ser utilitzat per a la 
docència. 
Un altre fet que s’ha posat de manifest, és com es poden resoldre equacions 
diferencials lineals de coeficients constants de fins a segon grau tot estudiant el 
cas del oscil·lador realitzat en aquest projecte. En aquest anàlisi que s’ha fet 
del oscil·lador també s’ha pogut copsar, encara que de forma implícita, com al 
augmentar el nombre d’integradors es poden resoldre equacions de major grau.  
 
 
 4.6. Millores futures 
 
 Un cop acabat el projecte, es moment de pensar en tot el treball realitzat 
i donar-se l’enhorabona per la feina feta, però també cal reflexionar sobre quins 
punts d’aquest treball es podrien haver dut a terme d’alguna altre manera i si en 
aquest projecte s’hi podria introduir alguna millora de cara al futur. 
Un aspecte que es podria perfeccionar podria ser el multiplicador 𝜔02, com s’ha 
vist, per resoldre tant l’equació de l’oscil·lador esmorteït com el de l’oscil·lador 
forçat externament, es necessari fer la multiplicació negativa, aquesta inversió 
es podria realitzar en una etapa prèvia aquest multiplicador, d’aquesta manera 
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es podria veure el senyal en l’oscil·loscopi com a 𝑥(𝑡) en comptes de −𝑥(𝑡) que 
és com es veu amb el muntatge realitzat. 
També seria interessant muntar cadascun dels dissenys sobre una placa en la 
qual estiguessin dibuixades les funcions de cada element, i amb interruptors 
variadors pels potenciòmetres, tot i que la funcionalitat del dispositiu seria la 
mateixa, seria  alhora, molt més manejable i més intuïtiu de cara d’utilitzar-lo. 
Es podria intentar prescindir de la font flotant pel soroll que introdueix en el 
sistema, es podria realitzar un circuit imprès amb un bon pla de massa, amb la 
qual cosa s’obtindria un senyal més precís. Un altre inconvenient d’aquesta font 
flotant és la seva poca durada que té, ja que es pot gastar fàcilment, per tant 
també seria d’una gran utilitat l’ús de bateries recarregables. 
Un aspecte que li manca aquest projecte és la possibilitat de treballar amb 
funcions no lineals, seria interessant introduir un multiplicador que permetés 
realitzar-ho. La operació a efectuar seria com es mostra en la següent imatge. 
 
Aquest tipus de operacions es podria realitzar mitjançant el circuit integrat 
AD633, amb el qual es podria realitzar aquest tipus d’operacions fàcilment. 
 
 Figura 26: Circuit integrat AD633. 
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6. Annexes. 
 
6.1. Solucions de l’equació homogènia. 
 
Partint de l’equació homogènia, es pretén trobar la seva solució per a tots els 
casos possibles.  
 
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
+ 𝛾 𝑑𝑥
𝑑𝑡
+ 𝜔02𝑥 = 0 
 
L’equació anterior es pot representar com una equació de segon grau de la 
següent manera: 
 
 
 
Resolent doncs aquesta equació de segon grau s’obtindran els dos possibles 
valors de λ. 
 
 
 
 
 
 
 
Per veure en quin tipus de moviment es troba el sistema en funció dels valors 
de 𝜔0 i de 𝛾, es procedirà a analitzar quins són els valor possibles per complir 
les següents especificacions: 
 
 
     Subesmorteïment 
 
     Sobreesmorteïment 
 
     Esmorteïment crític 
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6.1.1. Cas subesmorteït. 
 
 
La freqüència angular per un moviment subesmorteït serà: 
 
 
 
 
 
Les solucions de 𝜆1 i 𝜆2, calculades anteriorment, en aquest cas sempre tindran 
una part imaginaria al ser 𝜔0 més gran que 
𝛾
2
. Per tant les dos solucions es 
poden escriure com dos números complexos amb una part real i una altre 
d’imaginària. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La solució general de la equació del moviment serà una combinació lineal de 
dos soluciones, una per cada exponent. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
60 
 
  DISSENY,  REALITZACIÓ I PROGRAMACIÓ D’UN ORDINADOR ANALÒGIC 
Perquè 𝑥(𝑡) es pugui representar com un valor real l’expressió també ho ha de 
ser l’expressió entre parèntesis, aquesta premissa es pot aconseguir sempre 
que A i B siguin iguals: A=B. 
En comptes d’expressar-ho com la igualtat anterior és més adient expressar-ho 
com  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aplicant les formules d’euler     i    
 
 
 
 
 
 
 
 
Aquesta ultima expressió encara es pot simplificar més introduint el terme que 
multiplica per dos dins la constant A.  
 
8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8 La condició inicial 𝜃, es tractada en l’apartat (2.3.7) com B. 
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6.1.2. Cas sobreesmorteït.  
 
 
La solució serà del tipus: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6.1.3. Cas crític. 
 
Igualant els termes 𝜔0 i  
𝛾 
2
  i partint de l’equació del moviment sobreesmorteït, 
es pot arribar a la següent solució general pel cas crític. 
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6.2. Solucions de l’equació no homogènia. 
 
 
 
 
 
La solució de l’equació homogènia és la suma de la solució general de 
l’equació homogènia, resolta abans, i d’una solució particular. 
 
 
 
 
La força exterior es pot considerar com un numero complex sense part 
imaginaria, tenint en compte que només la part real tindrà sentit físic. 
 
 
 
 
 
 
 
 
D’aquesta manera el temps queda recollit en el factor  i es centra l’estudi en 
el moviment a causa de la força externa. El següent pas és aplicar el mateix 
raonament a la funció 𝑥(𝑡). Aquesta tècnica s’anomena el mètode dels fasors.   
 
    
 
 
 
Simplificant l’expressió anterior es pot obtenir la solució de z. 
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La solució de z és un nombre complex, i per tant es pot escriure com 
. Per aconseguir escriure’l així s’ha de multiplicar el numerador i 
el denominador per el seu conjugat. 
 
 
 
 
 
Un cop es té el nombre complex en la forma estàndard, es pot trobar amb 
relativa facilitat el seu mòdul i la seva fase. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aplicant els resultats obtinguts a , com que només ens interessa 
la part real, la funció quedarà com un cosinus multiplicat per una constant. 
 
 
 
 
 
La solució final de l’equació no homogènia, per tant és: 
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6.3. Codis matlab. 
 
6.3.1. Codi equació homogènia. 
 
 
function x = xhomogenia() 
 
A=input('introdueix el valor A: '); 
 
B=input('introdueix el valor B: '); 
 
omegaq=input('introdueix el valor omega al quadrat: '); 
 
gam=input('introdueix el valor gamma: '); 
 
omeaga_0= sqrt(omegaq); 
 
 
  if omeaga_0>gam/2  
 
    omega = sqrt(omegaq - gam*gam/4); 
 
    x = xsubesmorteit(A, B, omega, gam); 
 
  end 
 
  
 
 if omeaga_0<gam/2 
 
    beta = sqrt((gam*gam/4) - omegaq); 
 
    x= xsobreesmorteit(A, B, beta, gam); 
 
  end 
 
  if omeaga_0==gam/2 
 
    x = xcritic(A, B, gam); 
 
  end 
  
end 
 
 
function x = xsobreesmorteit(A, B, beta, gam) 
 
t= 0:0.19:10; 
9 Temps de mostreig utilitzat en l’oscil·loscopi. 
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  x= A.*exp(-(gam/2 + beta)*t) + B.*exp(-(gam/2 - beta)*t); 
  
end 
  
   
 
 
 
function x = xsubesmorteit(A,B,omega,gam) 
  
t = 0:0.01:10; 
  
  x = A.*exp(-gam.*t/2.0).*cos(omega.*t+B);  
 
end 
  
  
 
 
function x = xcritic(A, B, gam) 
 
t= 0:0.1:10; 
   
  x = (A + B.*t).*exp(-gam.*t/2.0); 
   
end 
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6.3.2. Codi equació no homogènia. 
 
function x = xnohomogenia() 
 
Fext=input('introdueix el valor Fext: '); 
 
omegaq=input('introdueix el valor omegaq: '); 
 
gam=input('introdueix el valor gam: '); 
 
omegaext=input('introdueix el valor omegaext: '); 
 
A=input('introdueix el valor A: '); 
 
B=input('introdueix el valor B: '); 
  
t=0:0.0004:10; 
 
  A0 = Fext/sqrt((omegaq - omegaext^2)^2. + (gam.*omegaext)^2); 
 
  delta = atan(gam.*omegaext/(omegaq - omegaext^2)); 
  
  x = A0.*cos(omegaext.*t- delta) + xhomogenia(A,B,omegaq,gam); 
  
end 
function x = xhomogenia() 
  
omeaga_0= sqrt(omegaq); 
 
  if omeaga_0>gam/2  
 
    omega = sqrt(omegaq - gam*gam/4); 
 
    x = xsubesmorteit(A, B, omega, gam); 
 
  end 
 
  if omeaga_0<gam/2 
 
    beta = sqrt((gam*gam/4) - omegaq); 
 
    x= xsobreesmorteit(A, B, beta, gam); 
 
  end 
 
  if omeaga_0==gam/2 
 
    x = xcritic(A, B, gam); 
 
  end 
 end 
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6.4. Datasheet dels components 
 6.4.1. LME 49720 NA 
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6.4.2. HCF 4066
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6.4.3. LMC 662
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